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Abstract— The study of a particle behavior in a finite dual well potential energy system is presented. It is found that
some allowed particle energy levels create odd/even degenerated states with an allowed/forbidden tunneling duality. For the
case when this type of energy level is near to the wells height, the particle shows a super-localization/ultra-dispersion
duality (entanglement). The concept of ‘twin’ quantum systems is used to model the hydrogen atom spectral lines.
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Resumen— Se presenta el estudio del comportamiento de una particula en un sistema de dos pozos finitos de energia
potencial. Se encuentran niveles de energia permitidos para la particula que crean estados degenerados con naturaleza
par/impar y la dualidad de tuneleo normal o prohibido. Para el caso cuando este tipo de nivel de energia es cercano a la
altura de los pozos, la particula muestra la dualidad super-localizacién/ultra-dispersion (entrelazamiento). La nocién de
sistemas cuanticos ‘gemelos’ se usa para modelar las lineas espectrales del atomo de hidrégeno.

Palabras claves—doble pozo de potencial, tuneleo prohibido, entrelazamiento, sistemas gemelos cuénticos, modelo del
hidrogeno.

|. DEFINICION DEL SISTEMA

En este trabajo se presenta la solucion de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, y se
determinan las funciones de onda que describen el comportamiento cuantico de un sistema consistente
de una particula que interactta con una funcion de energia potencial unidimensional U(x), conformada

por dos pozos rectos con profundidad Uy, anchura b y separacion 2a que dan lugar a cinco regiones
definidas mediante

U (x)= 0 ac<[x<a+b=L (1)
U, [X<aylx>L

La expresion anterior se grafica en la Fig. 1.
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Fig. 1. Sistema de una particula en dos pozos rectos de energia potencial finita.
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En lo que sigue consideraremos que la particula en el sistema es un electron, con carga q y masa en
reposo mo, a la que se le asignan los factores de masa efectiva m; para las regiones |1 y V, m, para las
regiones Il y IV y ms para la region 111,

I[I. DERIVACION DE LA SOLUCION

Abordemos primeramente el caso en el que la energia de la particula E cumple con 0 < E < Uy. Bajo
esta consideracion se resuelve el conjunto de ecuaciones de Schrddinger independientes del tiempo
siguiente

dzg)”('z(x)—afgp,(x):o . x<—(a+b)=-L 2)
dzj’x“z(x)—ag(p,,(x):o . —L<x<-a (3)
dz;’)'('z!(x)—ag(p,,,(x):o . —a<x<a (4)
dzg’;‘g(x)—ag(p,v(x):o . a<x<lL ®)
d;‘/)’(vz(x)—af(pv(x):o . x=(a+h)=L (6)

donde ¢.v(X) son las funciones de onda para cada una de las regiones del sistema y cuyos parametros se
han definido conforme a las siguientes expresiones

alel UO_E , aZEFZ\/E , a3EF3\/UO_E (1/m) (7)
Fo=.2mma/n® ,  F,=.2mma/i*, F,=.[2mmq/n® (L/m/evV?) (8)

aqui /° es la constante de Planck dividida por 2x.

A. Solucion general
La solucion general para (2) a (6) es

P () =Ae”+Be ™™ (1/-/m) x<—(a+b)=-L 9)
@, () = A, sin(a,x) + B, cos(a,X) (L/-/m) —-L<x<-a (10)
o) =Ae* +Be ™ (/- /m) —a<x<a (11)
o (¥) = A,sin(a,x) + B, cos(a,x) (1/+/m) a<x<L (12)

a,()=Ae“ +Be ™ (1/-/m) x>(a+b)=L (13)

donde los factores A;5s y B1.s son constantes de integracion que se determinan a continuacion tanto para
el caso de soluciones pares como impares.

Solucion para funciones de onda pares

Para funciones de onda pares, de (9) y (13), se debe cumplir que ¢ (X) = @v (-X), ou (X) = @i (-X) Y @
(X) = o (-x). Para determinar las constantes de integracion debemos notar, en primer lugar, que para
evitar divergencia en las funciones ¢,(x) y ov(X) y que se cumpla que éstas se anulen cuando |[x| — o, se
debe tener que B; = As = 0 y junto con la simetria considerada se puede deducir que A; = Bs. Aplicando
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la misma consideracion en (10) y (12), se concluye que A, = A4 = 0 y B, = B4. Similarmente, de (11) se
sigue que Az = Bs.

Con lo anterior, (9) a (13) pasan, para este caso, a

P o) =A™ (1/-/m) x<—(a+b)=-L (14)

1 () =B,c0s(a,X) (1/+/m) -L<x<-a (15)

P ¥ =2A,cosh(a,x)  (1/-/m) —a<x<a (16)
P o =B, cos(a,X) (1/+/m) a<x<L (17)

B ) =A™ (1/-/m) x>(a+b)=L (18)

Consideremos ahora las implicaciones de continuidad de las funciones y de sus derivadas en las
paredes de los pozos de potencial. Las funciones ¢;e(X) Y @ne(X) €n (14) y (15), evaluadas en x = - L,
permiten derivar que

A =B, cos(a,L)e™" (19)

Para las derivadas de estas mismas funciones evaluadas en el mismo punto se obtiene

A =B, %sin(az L)e“t (20)

1

De las dos expresiones anteriores se deriva que
a,tan(a,L) =a, (21)
Considerando ahora las funciones en (15) y (16), evaluadas en x = - a, se deduce que

_ o Cos(a,a) 29
A =B, cosh(a,a) ()

Mientras que para las derivadas evaluadas en el mismo punto se obtiene

__ afz sin(aza) 23
2h="8 a, sinh(a,) (@3)

De (22) y (23) se llega a
a, tan(a,a) = —a, tanh(a,a) (24)

Retomaremos (21) y (24) un poco mas adelante. Por el momento utilicemos (20) y (22) para escribir
(14) a (18) en términos de B, Unicamente, es decir,

9000 = B, 08 (1,L)e™ Y (/- /m)  x<—(a+b)=-L (25)
P11 o) =B, c0s(@,%) (L//m)  —L<x<-a (26)

Pinev(®) =B, mCOSh(%X) @/-/m), —a<x<a (27)
P e =B, cos(a,x) (/+/m) a<x<L (28)

) =By c0s(a;L)e 107 @/ /m) x=(a+b) =L (29)
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Consideremos uno de los postulados de la mecénica cuantica para determinar B,, esto es,

1= [, () 000X =2 [, (X) 20, (90K (30)

Donde ¢e,(x) es una funcion de onda global del sistema y ¢ *.,(x) su complejo conjugado, de tal manera
que su producto, ¢ *.(x)pe(X), corresponde a la densidad de probabilidad de la particula. La integral en
(30) se ha reescrito Unicamente para los valores negativos y, de acuerdo a las dimensiones del pozo de
potencial, ésta puede dividirse en la suma de tres términos, el primero de ellos correspondiente a

-L
I1,ev = I¢r,ev(x)(ol ,ev(x)dx (31)
y con (25) se obtiene
—L 2 2 -L
l,., = B cos®(a,L) jez”’i(x*”dx _ By 005 (L) eany (32)
’ g 2a, Y
cuya evaluacion proporciona
2 2
., :BZL(O‘Z‘L)ZTMBZ2 (33)
3y Zal s

donde se ha introducido la siguiente definicion

cosz(a L)
1,evET12 (m) (34)

El segundo término de la integral corresponde a la funcion de onda de la regién Il. Por tanto, con (26)

1,0 = B [ c0s? (a,X)dlx = B RELLICEA N (35)
L 2 4o, N
donde
_ o (36)
T E9+sm(2azL) sin(2a,a) ™
o2 4a

2

Finalmente, el tercer término de la integral involucra la ecuacion (27), lo que resulta en

2 2 0 2 2 ; 0
2ev = M JCoshz(agx)dX _B s (a2) X, 5|nh(2a3x)) =T;0B; (37)
® " cosh®(aza) 2, cosh®(aa) 2 dag |, 7
con
_ cos’ (a,a) ( a+sinh(2a3a)) ™) (38)
" cosh’(a,a) 2 4a,

Si ahora se suman los resultados de los tres términos (33), (35) y (37) de la integral en (20), para B,
encontramos

1
B2 =
\/2(T1,ev +T2,ev +T3,ev)

(1//m) (39)
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Por tanto, las funciones de onda de (25) a (29) han sido completamente determinadas.

Niveles de energia permitidos para funciones de onda pares

Regresemos a (21) y (24). La eliminacion de ap, usando (7) y (8), permite derivar la siguiente
ecuacion transcendental

sin (aFy/Eg, )cos (LR /Eg,) _ 0
ptanh(aF3\/Uo—7EEv) - COS(aFZJ?H)S'n(LFzJ?H) (40)

A partir de la cual es posible obtener, ya sea de manera grafica o numeérica, los niveles permitidos de
energia de la particula para el caso de las funciones de onda pares. En (40) p estéa definido como

p= \/E (41)
my
Ahora, usando un par de identidades trigonomeétricas, la ecuacion (41) se puede transformar en
sin(bF,/Eg, ) +sin((L +a)F,.[Eg, ) = pT[sin(bF,[Eg, ) —sin((L + a)F,[Eg, )] (42)
donde T1 corresponde a
T, = tanh(aF3/U, - Eg, ) (43)

Una expresion analitica para los valores seleccionados de Eg, sera derivada de (42) mas abajo.

Solucion para funciones de onda impares

Consideremos ahora la solucién con funciones de onda impares para las ecuaciones (2) a (6).
Siguiendo una derivacién similar a la usada arriba para las funciones pares se obtiene

€0|,Odd(x)=—A2sin(azL)eal(HL) (1/4m), x<-L (44)

Proda®@=A,sin(e,X)  (1/4/m), —L<x<-a (45)
sin(a,a) .

Piinodd () = A sinh—(azsa)smh(%x) (1/+/m), —a<x<a (46)

Piy oad® = Ay sin(a,x) (1/4/m), a<x<L (47)

wv@mxw==Azsm(a2Lm_“l“_L) (U~m) . x=L (48)

donde A; es una constante de integracion dada por

1
A, = (UNm), x<-L (49)
V2T 00d +T2,000 + T3,000)

en donde se han introducido las definiciones siguientes

sin (a,L)

2a1 (m) (50)

T odd =
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b sin(2a,L)-sin(2a,a)
T20dd =5~ : i, 2= (m) (51)
sin? (a,a) _ sinh( 2a,a)
3000 = =2y (m) (52)
’ sinh“ (a.5a) 4oq 2

Niveles de energia permitidos para funciones de onda impares

Nuevamente, a partir de las consideraciones de continuidad en los limites que se espera cumplan las
funciones (44) a (48) y sus derivadas, es posible establecer la siguiente ecuacion transcendental

sin (aF2 ,Eodd )COS(LF21/ EOdd ) _ —cos(aF2 lEOdd )sin (LF2 ,EOdd ) (53)

pttanh(aF,; U, —Eqqq)

A partir de la cual es posible obtener, de manera grafica o numérica, los niveles de energia permitidos a
la particula para el caso de las funciones de onda impares. En este caso, p estd definido igual que en
(41). Ademas, con el uso de identidades trigonomeétricas la ecuacién (53) se puede convertir a

—sin(bF, ., [Eggq) —SIN((L + @), [Eggq) = = To[SIN(bF, , [Eggq) —SIN((L +@)F, , [Eggq)] (54)

donde se ha introducido un signo negativo en ambos lados de la ecuacién, con el fin de tener una mayor
claridad grafica al momento de comparar con la ecuacién (42). En (54) T, esta definido como

T, =tanh(aF;, /Uy —Eqyq) (55)
De la misma manera que para los valores de Eg, en (42), mas abajo se deriva una expresion analitica

a partir de (54) para los valores seleccionados de Eqgg.

I1l. SoLUCIONPARAE=0

A. Conjunto de ecuaciones de Schrddinger

El conjunto de ecuaciones de Schrédinger independientes en el tiempo para este caso de energia de la
particula esta dado por

dz:)'(f(x)—af(plyo(x):o, x<-L (56)
%:0, —L<x<-a (57)
dZZI)I(IéO(X)_“§¢|||,O(X)ZO ,  Tasx=a (58)
_dzf;if(x):o Ca<x<L (59)
OIZ‘Zl\;('g(x)—ozfog,’o(x)zo , x=L (60)

donde ¢.vo son las funciones de onda correspondientes a cada una de las regiones de la Fig. 1. Los
valores a; 3 se calculan con (7) y el potencial E = 0.
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Usando un procedimiento de derivacion, similar al usado en las secciones previas, es posible
encontrar dos soluciones en este caso, una para la funcién de onda par y otra para la impar. La solucion

en el caso par esta dada por

P10 = By o1 (Um), x<-L (61)
Prio.ed® =By (1/Jm), —L<x<-a (62)
B
Pioev® = mcosh(asx) 1/Jm), —a<x<a (63)
P 0,009 =By (1/4/m), a<x<L (64)
Ao = By e P (Um) , x>L (65)
donde
1
B,, = (1/+/m) (66)
20 \/ 2(Toev *T20ev +T30ev)
y las definiciones siguientes han sido introducidas
1
Toev=5— (M) (67)
ev zal
Ty0ey =0 (M) (68)
inh(2
300y (2, (2952 ) (m) (69)
v cosh”(aza) 2 4o
La solucidn para la funcién de onda impar esta dada por
P1000d) = —Ay oL (Um), x<-L (70)
Pi10.0ad¥) = Ao X (1/4/m), —L<x<-a (71)
) (x)=msinh(a X) @/Jm), —a<x<a (72)
|||,0,0dd Slnh (asa) 3
Pv 0.0dd) = A oX (1/+/m), a<x<L (73)
Pr0,00d(X) = Az,o'—e_al(X_L) (V-/m) , x>L (74)
donde
- 1 75)
Ao = (1/m/~y/m) (
° \/ 2(Ty0,0dd + T2,0,0dd * T30,00d
con
T _ L (m?) (76)
10,0dd — 20(1
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L®-at

T5.0.0dd =3 (m*) (77)
a’ sinh(2a,a) a
A (2092) 2y (o) (79)
300dd  sinh* (aga) 4ay 2

NIVELES DE ENERGIA ESPECIALES

A. Tuneleo prohibido de la particula o super-localizacién en los pozos (WSL). Degeneracion par-
impar
Inspeccionando el lado derecho de (40) encontramos que cuando la energia de la particula es tal que

cos(aF, . [Eg, ) =cos(a,a) =0 (79)
entonces el término izquierdo debe satisfacer
cos(LF,./Eg, ) =cos(a,L)=0 (80)

De aqui podemos concluir que las funciones de onda pares (25), (27) y (29) se anulan, de tal manera
que la particula queda totalmente confinada dentro de los pozos de potencial, esto es, un efecto de
tineleo prohibido se presenta para todos los niveles de energia que satisfacen (79) y (80). En otras
palabras, si evaluamos los términos de (34) y (38) de la integral (30), veremos que estos seran iguales a
cero.

Ahora, dado que (79) y (80) también aparecen en (53), éstas se cumpliran cuando los valores de Eogq,
sean iguales a los de Eg,. Asi, estos valores de energia especiales permitidos constituyen estados
degenerados que tienen una dualidad par-impar. No obstante, las funciones de onda impares no
muestran el efecto de taneleo prohibido debido a que las expresiones (44) a (48) no se anulan para las
condiciones aqui analizadas.

Por otra parte, si seguimos una derivacion similar usando el factor con la funcién sinusoidal en el
lado derecho de (53), tenemos que si

sin(LF,. [Eggq ) =sin(a,L)=0 (81)
se tendra que el lado izquierdo de la ecuacion de esa expresion debe dar
sin(aF, , [Egqq ) =sin(a,a)=0 (82)

Asi podemos establecer que las funciones de onda impares de (44), (46) y (48) se anulan, de tal
manera que la particula esta totalmente confinada dentro de los pozos de potencial, esto es, se presenta
un efecto de tuneleo prohibido para todas las funciones de onda impares con esos niveles de energia de
la particula, los cuales satisfacen (81) y (82). Ademas, es de notar que en estas circunstancias los
términos (50) y (52) de la integral toman un valor igual a cero.

De igual manera que en el caso anterior, los términos seno de (81) y (82) aparecen en (40) y por ello
los niveles correspondientes de Eg, deben ser iguales a los de Epqg Obteniendo nuevamente una
degeneracion dual; aunque en estas circunstancias las funciones de onda pares (25) a (29) no cumplen
con la condicion de tuineleo prohibido. Por tanto, los estados de energia obtenidos presentan la dualidad
par-impar pero con un comportamiento de tineleo opuesto en comparacion con el caso anterior.
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Cuando los factores de masa efectiva m; y ms son iguales, p, en (41), es igual a uno. Ahora, dado que
T1 en (43) y T, en (55) son nimeros siempre positivos, podemos derivar de (42) y (54) que los valores
de energia que producen un comportamiento de estados degenerados, con o sin WSL, deben cumplir con

(L+a)F,\En=2n , n=123,.. (83)

mientras que los valores de energia que dan lugar a estados degenerados en los que una de las simetrias
de las funciones de onda de la particula presenta WSL deben, adicionalmente, cumplir que

(L-a)F,\Es =ns , s=123,. (84)

de aqui, dado que los valores de energia deben ser iguales, se obtiene

L+a b+2a
n= S =
L—a b

donde k, correspondiente al cociente de la distancia entre pozos entre el ancho de los pozos, esta
definida como

s=(1+%)s= (1+k)s>s (85)

2a

b
entonces, de (83) y usando (8), la expresion general del sistema par-impar con los niveles de energia
degenerados esta dada por

k

(86)

hrn 2 hrn

B i = 87
(2a+b)\/2m2m0q) ((a+b/2)\/8m2m0q) (ev), n=123.. (87)

=(

E
n

mientras que de (84) y (8), la expresion para los niveles de energia con una simetria de las funciones de
onda que muestra la condicion WSL, alternadamente con la otra simetria, esta dada por

E —( hms )2
S
b /2m2m0q

donde s satisface la expresion (85).

(eV), s=123,.. (88)

Vale la pena sefialar la dependencia inversa entre los pardmetros del sistema para los valores de
energia en (87) y (88). Los casos remarcables son cuando la particula es casi nula y/o casi libre de masa,
esto es, g~ 0 y/o mumy~ 0, lo cual se consigue con un sistema de dimension muy estrecha, es decir, L
+ a ~ 0. En tales circunstancias, la excitacion del primer nivel de energia permitido, en caso de existir
alguno, estaria demasiado separado del nivel de energia mas bajo del sistema, E = 0, lo cual podria
terminar como el Unico nivel permitido a la particula, a menos que la profundidad del pozo de potencial
Uo del sistema resulte ser de un valor muy elevado. En este manuscrito no entraremos en méas detalles
para estos casos extremos tipicos de sistemas de dimensiones nucleares, mas bien nos enfocamos en el
modelado de un electron en sistemas de dimensiones atomicas.

Por otro lado, puede observarse el efecto contrario, esto es, el nimero de estados excitados
permitidos pueden encontrarse demasiado cerca uno de otro, particularmente cerca de E = 0, cuando las
dimensiones del sistema y/o la masa efectiva de la particula se incrementa. Los ejemplos de calculo
dados mas abajo ilustran claramente este comportamiento.

Adicionalmente, a partir de (87) es posible obtener los mismos niveles de energia permitidos
excitados con diferentes combinaciones de las dimensiones a y b del sistema, en donde se mantiene
constante el término a + b/2, es decir, el punto central del pozo; otros parametros del sistema pueden
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mantenerse constantes 0 escogerse para variar proporcionalmente en sentido opuesto a los datos
geométricos. A pesar de ser diferentes, este tipo de sistemas - gemelos energéticamente - no permiten ser
diferenciados por sus transiciones entre sus niveles de energia, a menos que la naturaleza simétrica de la
funcion de onda y/o su comportamiento WSL tenga un impacto en la probabilidad de transicion de la
particula. En un trabajo futuro se demostrara que +(a + b/2) son valores modales para la coordenada x de
la particula para todas las funciones de onda que presenten WSL.

Longitudes de onda emitidas por un foton en las transiciones entre los niveles de energia

Cuando el sistema es tal que sus niveles de energia estan dados por (87), es posible derivar una
expresion para la longitud de onda emitida por el foton cuando la particula transita de un nivel de
energia inicial ni mas alto a un nivel de energia final nf méas bajo. Introduciendo el radio atomico del
hidrégeno ry en el numerador y denominador de (87), para el nivel de energia inicial obtenemos

) 2 )
E. = Iy 7l _Ke (ﬂj ©v), ni=123, ... (89)
N | ry (L+a)y2mmyg m, (L+a
donde la constante K. ha sido definida como
Ke =( h )2 =134.28163 (eV) (90)

B 2ry /2m0q

De igual manera, la expresion para el nivel de energia final esta dado por

2
:Ke(rH”fj (evV) nf=0123<ni ... (1)
nfm, (L+a

Ahora, si a la ecuacion (91) le restamos (89) y usamos la relacion de Planck de la energia de un foton,
E, contra su longitud de onda A, dada por

E-" @ (92)
en donde c representa la velocidad de la luz, obtenemos
m,hc ( L 2 1
. ——2— | =2 m), Ni=123..> nf =012,..,ni—1 (93)
ni,nf, DWPS Ke ( I, ni2 —nf 2 (m) 1

Para efectos de comparacion, la expresion general correspondiente a las lineas de emisidn del modelo
de hidrégeno de Bohr para las transiciones de energia, esta dado por la ecuacion de Rydberg como sigue

1 ni%nf?

i”iv”f’H "R ni?_nf? (m).

ni=234,..co>nf =123, ... (94)

donde R, la constante de Rydberg, toma un valor de 1.097373x107 (1/m).

La expresion (94) da lugar a seis series espectrales bien conocidas dependiendo del valor de ny. Estas
son las series de: Lyman, Balmer, Paschen, Bracket, Pfund y Humphreys para valores de n;=1, 2, 3,4, 5
y 6, respectivamente.

Dualidad Super-localizacion/Ultra-dispersién de la particula en un pozo de potencial finito

En el caso particular, cuando los pardmetros del sistema son tales que en (88) Es ~ U, se observa que
la funcion de onda super-localizada degenerada esta presente para un tipo de simetria de las funciones de
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onda, esto es, la particula esta confinada dentro de los pozos mientras que para la otra simetria, la
funcion de onda se vuelve extremadamente dispersa como seria de esperarse para una particula
practicamente libre; la simetria de funcién de onda super-localizada depende de cual expresion, (79) u
(81), toma un valor muy cercano a cero, mientras que el caso ultra-disperso se presenta debido a una
reduccion significativa — mas all& de un orden de magnitud — ya sea de B, 0 A, en (39) o (49),
respectivamente, lo cual hace que la integral de la funcidn de densidad de probabilidad para |x| < L varie
de précticamente 1.0 para el tineleo prohibido o WSL hasta un valor inferior a 0.01 para el caso ultra-
disperso.

Este comportamiento de las distribuciones de la particula de corto o largo alcance (en o fuera de
casa), es un ejemplo de un estado cuéntico degenerado para el que se espera que la particula exista en
cualquiera de dos distribuciones espaciales completamente diferentes, sin necesidad de consumir energia
ni implicar tiempo de transito entre ellas, fendmeno conocido como entrelazamiento cuantico o como
Einstein se refirio a él, efecto de "accion fantasmal a distancia". Esta rara denominacion se debe
principalmente a su implicacion en la teleportacion de entidades cuanticas que en la actualidad han
encontrado un uso practico importante en la computacion cuantica [1].

I\VV. EJEMPLOS DE CALCULOS

A. Sistemas casos | y Il. Ejemplos de la dualidad WSL/UD

En esta seccion estudiamos dos casos (I y I1) del sistema de doble pozo de potencial para ilustrar la
dualidad de la super-localizacion (WSL)/ultra-dispersién (UD) de la particula. Los pardmetros para el
sistema caso | se proporcionan en la Fig. 2, en donde también se muestran las graficas de las ecuaciones
(42) y (44), asi como los valores de energia de la solucidn, es decir, los niveles de energia permitidos al
sistema. Como puede verse, los cinco niveles de energia estan doblemente degenerados con la
naturaleza de dualidad par-impar; los valores de E donde todas los trazos cruzan por cero corresponden a
niveles de energia que presentan un comportamiento WSL de la particula para una de las dos funciones
de onda posibles. Para el caso de este sistema, estos valores pueden también derivarse de manera
analitica usando las ecuaciones (87) y (88).

La Fig. 3 a) proporciona ejemplos de las funciones de onda obtenidas usando el conjunto de
ecuaciones (25)-(29), (44)-(48), (61)-(65) y (70)-(74); las densidades de probabilidad de la particula,
para un valor positivo de x, se muestran en la Fig. 3 b), mientras que la Fig. 3 ¢) muestra las graficas de
probabilidad acumulada para los niveles 2 y 4. Aqui es importante notar que la funcién de onda WSL
para n = 2 tiene una simetria par.

Para el caso de n =4 (s = 2), esto es, cuando E4 = Uy, la funcién de onda impar es WSL mientras que
la funcidn par esta distribuida a través de todo el sistema, de aqui que la particula tiene la naturaleza UD.
Es de resaltar también que la grafica correspondiente a este caso en Fig. 3 c) presenta una pendiente
pequefia de la funcion de onda ¢4e(X), que de hecho tiende a cero cuando x — oo, lo cual es un
requerimiento de los postulados de la mecénica cuéntica.
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q=q,my=m, / -
my ;= 35545 - \/ : \/\/
U,= 136V \_ Ry, KB

5 10
Energy. E and Allowed Energy Levels, E, (e))

1
n=>0
N

Fig. 2. Izquierda, valor de los pardmetros para el sistema del caso | que tiene un total de cinco niveles de energia permitidos.
Derecha, gréaficas de los términos izquierdo y derecho, LTgy, LTogs, RTey Y RTogs de (42) y (54), respectivamente.

La funcion de energia potencial del sistema del caso | U)(x), los niveles de energia de la particula
permitidos E, y las longitudes de onda A para todas las transiciones posibles entre los niveles de energia
se muestran en la Fig. 4. En este punto es importante notar que algunas de las longitudes de onda
obtenidas corresponden a lineas de emision espectral del hidrogeno y que se conocen como series de
Lyman (UV), Balmer (visible) y Bracket (IR). Los valores de A escritos en negrita corresponden a los
valores limite de estas series espectrales.

1.00

0.50

Cumulative Probability, p,(x)

075 050 025 000 025 050 073

010 020 an 040 050 060 070 .\'-('Ol)r(lill(lferﬂ
x-Coordinate/ry

Fig. 3. Ejemplos de calculo de funciones de onda, a), densidades de probabilidad, b), y probabilidad acumulada, c), para el
sistema caso | con un total de cinco niveles de energia permitidos.

Los valores de los pardmetros para el sistema caso Il se proporcionan en la Fig. 5 los cuales,
comparados con los valores del caso I, corresponden a dimensiones méas grandes de la barrera y del
pozo. Como se puede observar en la Fig. 5 b), ¢) y d), este sistema presenta seis niveles de energia
excitados, todos ellos asociados con estados degenerados y con una naturaleza WSL conn=2,4y 6
para una de sus funciones de onda. En esta ocasion, para n = 6 (s = 3), esto es Eg = Up, la funcién de
onda impar es WSL mientras que la funcién par tiene un comportamiento UD y se comporta
correctamente cuando x — .
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Fig. 4. lzquierda, funcion de energia potencial U,(x) y niveles permitidos En para el caso de un sistema con cuatro niveles
de energia exitados. Derecha, longitudes de onda emitidas para los saltos de energia de la particula entre los niveles

indicados.
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Fig. 5. Definicidn del sistema caso 11, a), graficas de las ecuaciones (42) y (54), b), ejemplos de funciones de onda pares, c),
ejemplos de funciones impares, d), y ejemplo de la probabilidad acumulada para los valores negativos del eje x, e).

La funcion de la energia de potencial del sistema caso 11 Uy(x), los niveles de energia de la particula
permitidos En y las longitudes de onda A para todas las transiciones posibles entre los niveles de energia
se muestran en la Fig. 6. Para este caso, aparecen algunas lineas espectrales adicionales de las series de
Lyman y Balmer y surgen también algunas asociadas a las series de Paschen y Humphreys. Los valores
de longitudes de onda en negrita indicados en la tabla de la Fig. 6 corresponden a los valores limite de

las series espectrales mencionadas.
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\S 5 Wavelengths (nm) for Possible Energy Level Transitions fora 7
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X = 2ary | by Energy Level System With 2a =127z .L =3a, U0 =13.6eV

3 12 12 U (x) Initial Quantum Number and Energy Level (eV) Quantum
o]0 Lln=5 | 1 2 3 4 5 6(*) |Num. andE-

0378 1511 3400 |6.044| 9444 13.59945 | Level (eV)
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Fig. 6. lzquierda, energia potencial U,(x) y niveles de energia en el sistema. Derecha, longitudes de onda correspondientes a
todos los saltos de energia de la particula posibles entre cada dos niveles de energia indicados en las transiciones.

Diferentes sistemas con los mismos niveles de energia. Sistemas gemelos para el sistema caso 11

En esta seccion estudiamos tres funciones diferentes de energia potencial U, 3 4(X) cuyas dimensiones,
para todos ellos, son tales que a + 0.5b = 0.5ry, esto es, el punto central de los pozos de potencial son
iguales al caso Il del sistema estudiado mas arriba; otros pardmetros no geométricos del sistema aqui se
mantendran igual a los valores utilizados en el caso Il. La Fig. 7 a) muestra las nuevas funciones de
potencial junto con sus niveles de energia permitidos, los cuales son similares a los del sistema caso 1.
La Fig. 7 b) y c) contienen las gréficas de las ecuaciones (42) y (54) para las funciones de energia
potencial Ux(x) y U4(X), respectivamente; un par de funciones de onda, correspondientesan=3yn==6
para cada uno de estos potenciales, se presentan en las Fig. 7 d) y e); favor de comparar estas graficas
con las de la Fig. 5.
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Fig. 7. a) Funciones de energia potencial U3 4(x) y niveles de energia de la particula permitidos, b) Gréficas de las
ecuaciones (42) y (54) para U,(x), c) Gréaficas para U,(x), d) Ejemplos de funciones de onda para U,(X) y e) para Uy(x).

Dado que los niveles de energia permitidos para todos estos sistemas son iguales, también sus
conjuntos de emision o absorcion de longitudes de onda son iguales a los dados en la Fig. 6. De aqui
que, aun para el sistema con pozos de potencial mas angostos U,(x) como para el de pozos mas anchos
U4(x), seria muy dificil diferenciarlos por sus espectros de emision o absorcion de radiacion.

54 Vol. 1 No.2



Revista Iberoamericana de Ciencias ISSN 2334-2501

Modelo alternativo para el &tomo de hidrogeno.Sistema caso 111

En los casos previos se ha observado la aparicion de algunos valores A asociados a series espectrales
bien conocidas del &tomo de hidrdgeno. En esta seccion estudiamos el caso de un sistema de pozos de
potencial duales (DWPS por sus siglas en inglés), con 24 niveles de energia excitados en los cuales
encontramos muchos mas valores A correspondientes a lineas espectrales de absorcion-emision del H
bien documentadas. Como se comento en la seccion anterior, el conjunto de niveles de energia que dan
lugar a los valores 4 similares a los casos anteriores pueden obtenerse con mas de una configuracion del
sistema. Para el caso actual hemos elegido el primer caso I1A definido en la Fig. 8, en donde también se
muestra las gréaficas de la funcion de potencial Uj;A(x), los niveles de energia permitidos E, y algunas
funciones de onda asociadas. Un sistema gemelo, caso I11B dado en la Fig. 9 para el cual se tiene un
factor de masa efectiva de 4X mayor, ha sido introducido en un pozo de potencial mas angosto dado por
el factor 0.5X; la relacion L/a se ha mantenido constante en ambos casos, por lo que los niveles de
energia de la particula permitidos son idénticos.

System Case IIIA Data -

blrg =1
2a=1558A=3.0ry 13.59998
b=0.5929A=1.0rg
L=53a =25ry
q=dqe,my=m,
n1]’243: 355.45
Uy,=13.6eV

- . Up(x,
" (%)

10 E

a)

W

Potential Energy, Uy(x) and
Allowed Energy Levels E,, (eV)

0 -
40 30 20 -1.0 00 1.0 20 30 40

b) x-Coordinate/ry
c) x-Coordinate/ry

Fig. 8. Parametros para el caso I11A con 25 niveles de energia, a), funcién de energia potencial U;a(X) y niveles de energia
permitidos de la particula, b), y ejemplo de funciones de onda para ciertos valores de n en la region del pozo para x> 0.

Los valores A, calculados con (93) para las 300 transiciones que involucran los niveles de energia
permitidos en el sistema caso Ill, estan dados en la Tabla I. La linea de celdas en zigzag y negritas
proporciona una referencia para todas las transiciones que implican una emision de energia mas baja o
igual a 3.4 eV, o con no mas de una diferencia de 12 niveles de energia involucrados en la transicion; a
notar que un delta de 12 niveles de n = 12 a n = 0, corresponde a una transicion de energia de 3.4 eV,
esto es, un valor A de 364.7 nm, lo cual es un valor final de la serie de Balmer y que también aparece
otras tres veces a lo largo de la linea en zigzag. Los valores en negrita corresponden a longitudes de
onda extremas en las series espectrales tipicas del hidrogeno.
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Fig. 9.a) Definicién del sistema gemelo del caso 111B, b) Funcién de energia potencial U,g(X) y niveles de energia de la
particula permitidos, ¢) Ejemplo de funciones de onda para unos cuantos valores ny s en la regién del pozo para x > 0.

Tablal. Longitudes de onda de fotones emitidos para todas las transiciones energéticas posibles entre los 25 niveles de
energia del DWPS para los casos 1A y 11IB.
Nivel de Energia E (eV) y Nivel Cuantico Final nf
Energia (eV) y 0.0 |0.024 | 0.094]0.212 (0.378| 0.59 | 0.85 | 1.16 | 1.51 | 1.91 | 2.36 | 2.86 | 3.40 |3.99| 463 |531| 6.04 [6.82|7.65| 8.52 [9.44|10.41|11.4312.49
Nivel Inicial ni | AID | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 |13 |14 |15 | 16 [17 |18 | 19 |20 |21 |22 | 23
13.599994| 24 | Xp093]91.2 | 913 91.8 | 926 |93.8 | 953 | 972 |99.6 |102.6 |106.1 |{110.3 1154 |121.6 | 129 | 138 | 150 |164.1 | 183 | 208 244 298 | 389 | 571 |1117
12.49 23 | R3] 99 99 100 101 102 104 107 109 113 117 122 129 136 146 | 158 | 173 192 | 219 | 256 313 407 | 597 |1167
11.43 22 |Apgy| 108 109 109 111 112 114 117 121 125 130 137 145 154 167 | 182 | 203 230 | 269 | 328 427 625 1221
10.41 21 | X090/ 119 119 120 |121.6 | 124 126 130 134 139 146 154 164 177 193 | 214 | 243 284 | 345 | 449 (656.4 (1281
9.44 20 |2yqq0| 131 132 133 134 137 140 144 150 156 165 175 188 205 227 | 257 | 300 |364.7 | 473 | 691 | 1346
8.52 19 |hjggqs| 145 146 147 149 152 156 162 168 177 188 201 219 242 | 273 | 318 | 386 500 | 729 |1419
7.65 18 |hygoq7| 162 163 164 167 170 176 182 191 202 216 234 | 259 292 | 339 | 410 | 530 772 |1500
6.82 17 | h7006] 182 182 184 188 192 199 208 | 219 233 252 278 | 313 362 | 438 | 565 | 820 | 1591
6.04 16 | k05| 205 206 208 213 219 227 239 254 273 300 337 | 389 469 | 604 | 875 |1694
531 15 |hysgm| 233 234 238 243 251 263 278 | 298 326 |364.7 | 420 | 505 648 | 938 | 1811
4.63 14 | k03| 268 269 273 281 292 307 328 | 357 398 457 547 | 700 | 1010 [1945
3.99 13 [Asenn| 311 | 313 | 318 | 328 | 343 |364.7 | 395 | 438 | 500 | 597 | 761 |1094 | 2100
3.40 12 [Apoi[364.7 [ 367 [ 375 [ 389 | 410 | 441 | 486 | 553 |656.4 | 834 [1193 [2283
2.86 11 | hy090] 434 438 449 | 469 | 500 | 547 | 618 | 729 | 921 | 1313 |2501
2.36 10 | hyppo | 525 530 547 | 577 | 625 | 700 | 820 [1030 1459 | 2764
1.91 9 Rogs | 648 1656.4 | 682 [ 729 | 808 | 938 | 1167 |1641 | 3089
1.51 8 g0 | 820 834 875 955 1094 | 1346 | 1875 |3501
1.16 7 Ao | 1072 | 1094 | 1167 [ 1313 | 1591 | 2188 [4039
0.85 6 Asos | 1459 | 1500 | 1641 [ 1945 | 2626 | 4774
0.59 5 Asgy | 2100 | 2188 | 2501 [3282 | 5835
0.378 4 | Mo [3282 3501 | 4376 [ 7502
0.212 3 | As00 | 5835 | 6564 [10502
0.094 2 [ Aoy [13128[17504
0.024 1 Mo 52511
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Fig. 10. Abajo, longitudes de onda calculadas con (94) y, arriba, las calculadas con (93) para el caso DWPS IlIA. Las lineas
en las serie de Balmer, identificadas como Ho, HB, Hy y H3, son de 656.4 nm, 486 nm, 434 nm y 410 nm, respectivamente.

La Fig. 11 proporciona una vista mas cercana de los datos de la serie de Balmer, esto es, en las
regiones del espectro electromagnético UV cercano y en el rango visible, y como se comparan con las
lineas de absorcion solar de Fraunhofer; los datos correspondientes al caso Il también se grafican
indicando los cinco tipos de posibles transiciones, es decir, transiciones de un nivel n excitado, par o
impar, hacia abajo hasta n = 0, transiciones entre niveles con valores de n pares o entre niveles con
valores de n impares, o0 bien, desde niveles con valores de n pares a valores de n impares o viceversa.
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Fig. 11. Serie de absorcion solar de Fraunhofer, arriba, comparada con las lineas de absorcidn del DWPS caso Ill, parte
central, y con las de la serie de Balmer, abajo. La imagen del espectro Fraunhofer se tomé de [2].

Hagamos ahora la comparacion de dos conjuntos de lineas A obtenidos con (93) y (94) con respecto al
espectro de los procesos de absorcién basados en el modelo de Bohr del &tomo de hidrégeno. Primero,
consideremos los saltos de absorcion necesarios para la generacion de las lineas espectrales de la serie
de Balmer. Como se muestra en la Fig. 12, para tener un proceso de absorcién que involucra n = 2,
como lo requiere la serie de Balmer, es necesario primero enviar el electron a este nivel por una
absorcion previa de un foton con una energia de 10.2 eV. Una vez que se ha conseguido esto, la

Vol. 1 No. 2 57



Revista Iberoamericana de Ciencias ISSN 2334-2501

absorcion de un segundo fotdn, con cualquiera de las energias del lado derecho de la Fig. 12, contribuye
a la linea espectral en la serie de Balmer relacionada a cada uno de los cuatro niveles de energia de la
particula permitidos; estas lineas son: H, = 423, Hg = 424, H, = 425 Y Hs = Z2.

n= E"g:s =3.022 eV

n=4 Es=-0.378 eVT/ Ao 5= 410.1 nm
Es=-054¢eV Ey5=2.856 eV

B2=-34eV & Ay 5=434.0nm
E,=-085eV —1 :
E,,=255¢eV
—_ L~ —

Ey,=102 ¢V Ey=-151eV g |ppf tas=48620m
hz=121.6 nm 4 || E.=1880ev

N n=2 = .= 656.4nm
Ei=-13.6eV n=1

Fig. 12. Eventos en el modelo del hidrégeno de Bohr para producir la serie de Balmer. lzquierda, un foton de energia UV
es absorbido. Derecha, un segundo fotdn es absorbido para que el electron pase a un nivel de energia entre n =3 a 6.

Aqui es importante hacer notar que la mayor parte de los fotones reemitidos tienen una energia mayor
o0 igual a 10.2 eV, esto es, las lineas A en la serie de Lyman con transiciones hacia abajo hasta n = 1.
Vale la pena mencionar que para el modelo de Bohr, en todo evento de absorcién o de emisién, se
considera que el electrdn transita instantaneamente entre n drbitas circulares precisas que tienen un radio
que crece con la energia del electron.

Para el caso Il del sistema dual de pozos de potencial necesitamos considerar los primeros 12 niveles
de energia como se muestra en la Fig. 13, donde los niveles pares numerados estan identificados con un
hexagono y los impares con rombos. En este caso, en el lado izquierdo de la Fig. 13 el electron es
primeramente excitado con la absorcion de un fotén de baja energia del nivel n = 0 a cualquier otro
nivel con n = 1, 4, 6 6 8. Enseguida, y como se muestra en el lado derecho de la Fig. 13, el electron
absorbe otro foton con alguna de las energias indicadas y es transferido ya sea al nivel con n =9 6 bien
con n = 12, lo que produce tres de las lineas de la serie de Balmer, esto es, H, = 419 = Ag1 (dual), Hz =
Je12 Y Hs = A412. La transicion directa de n = 0 a n = 11 corresponde a la linea de absorcion de 434 nm,
es decir, H, = 40,11, lo cual se muestra en el lado izquierdo de la Fig. 13.

o o340 n=12 o [ ©3.40

A A w
Ep;, =2.856 eV \
Aoy = 434.0 nm _ * A28 n=11 = <286 Fg,=1.889¢eV
' Ag12 = 656.4 nm
o 023 n=10 o 0236
by Eg2=2.55eV
Eos=151¢eV - <191 n=9 @K *1st g2~ 4862 nm
Aog = 820 nm 5 i e
~.0 01.51 n= «l-° ‘
Eos=0.85eV Ee—— E42=13.022 eV
Ao = 1460 nm - ell6 n=7 = <L16 o 1, =410.1 nm
Ey,=0.3778 eV 0y o08s n=6 o & 0085
o4 = 3280 nm \o\ ©059 n=5 = “\*w Eyo=1.889 eV
F = . o 00378 n=4 o 00.378 -
Ey,=0.024 LV\ i Beals e o D Ao = 656.4 nm
hoa = 52510 nm g, 240 n=1 &3 24634

Fig. 13. Transiciones energéticas requeridas para producir las lineas espectrales de absorcion de la serie de Balmer basadas
en los 25 niveles de energia del caso 111 del DWPS. Favor de comparar con la Fig. 12 y ver descripcion en el texto.
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En la Fig. 13 podemos observar que tres de las transiciones ocurren entre dos valores pares de n, otro
maés ocurre entre dos valores impares de n 'y uno adicional de un valor impar de n a n = 0. Hay muy poca
informacion experimental respecto a la probabilidad de transicion entre los niveles de energia
involucrados en los espectros de absorcion; una fuente atil de informacién es el sitio [3], en donde se
proporciona interesantes datos de conteo de absorcion para muchos elementos; los nimeros reportados
para las lineas de H [4] se reproducen aqui en la Fig. 14. La linea dual H, ubicada en A = 656.3 nm es
maés de dos veces més fuerte que todas las otras cuatro lineas que se muestran en la grafica combinadas.
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Fig. 14. Intensidad relativa de las principales lineas de absorcién de la serie de Balmer. Los datos usados para generar la
gréfica se dan en la tabla de la izquierda; éstos fueron obtenidos de [3] y estan dados en Ang.

Para este sistema, a menos de que ocurra una absorcién mas de otro foton en el nivel n = 12, la
energia de los fotones reemitidos no exceden de 3.4 eV, esto es, las lineas en la serie de Lyman estan
excluidas. Adicionalmente, y como puede observarse en la Tabla | y la Fig. 11, el caso Il del DWPS
predice la presencia de unas cuantas lineas verdes y amarillas, es decir, lineas en el rango de longitudes
de onda de 500 a 600 nm, las cuales falla en predecir el modelo de Bohr y no estan presentes en la serie
de Balmer. Para el DWPS el concepto de diferentes orbitas precisas para la particula no esta presente, en
su lugar la particula cambia su patron de oscilacion de un estado de energia a otro, manteniendo dos
valores modales de la posicion x fijos, esto es, los puntos centrales de los pozos en x =+ (a + 0.5 b).

V. CONCLUSIONES

En este trabajo, el comportamiento cuantico de una particula en un sistema de doble pozo de
potencial (DWPS) finito ha sido establecido resolviendo la ecuacion de Schrédinger independiente del
tiempo y derivando varios conjuntos de funciones de onda del sistema. La particula estudiada ha sido un
electron con carga q y masa en reposo de mo. Se ha demostrado que para ciertas combinaciones de
parametros del sistema, puede haber un conjunto de niveles de energia de particulas permitidos dando
lugar a estados doblemente degenerados para lo cual las funciones de onda muestran una dualidad de
simetria par-impar; adicionalmente, para un conjunto de estos estados, se tiene una dualidad de tdneleo
permitido-prohibido, esto es, para estos estados la particula muestra tineleo normal a través de las
paredes del pozo para una simetria de las funciones o tiene un efecto de super-localizacion en los pozos
(WSL) para el otro caso de simetria de la funcidn; la naturaleza simétrica de la funcién de onda que ha
dado lugar a esta dualidad se intercambia por numeros de estados cuanticos consecutivos. Un caso
particular de tales estados se puede encontrar en un nivel de energia de la particula cercana a la altura
del pozo E =~ U, cuya degeneracion es tal que la particula se encuentra ya sea WSL para una funcion de
onda simétrica 0 muestra un comportamiento ultra-disperso (UD) para la otra simetria.

La distribucion espacial observada para la particula con naturaleza de corto o largo alcance es un
ejemplo de un estado cuantico degenerado para el cual se espera que la particula exista en una de dos
distribuciones espaciales completamente diferentes sin requerir energia ni tiempo para transitar entre
ellos, este es un fendbmeno conocido como entrelazamiento cudntico o como Einstein se refirié a ello un
efecto de “accion fantasmal a distancia”; esta extrafia denominacion se debe principalmente a su
implicacion en la tele-transportacion de entidades cuanticas, las cuales han encontrado importantes usos
practicos en la computacién cuantica hoy en dia.
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Por otra parte, se demuestra que el DWPS puede ser tal que un conjunto dado de niveles de energia
permitidos para la particula se puede obtener con diferentes configuraciones de los parametros del
sistema, dando lugar a una serie de sistemas gemelos dificiles de distinguir entre si.

Finalmente, los ejemplos de calculo que se proporcionan para este sistema generan conjuntos de
niveles de energia permitidos para la particula en los que se pueden producir transiciones energéticas
que proporcionan un buen ajuste a las principales series de lineas espectrales reportadas para el atomo de
hidrégeno asi como con las lineas de absorcion solar de Fraunhofer. Con esta informacion en mente, un
conjunto de DWPS gemelos que tienen 25 niveles de energia permitidos se ha comparado contra las del
conjunto de niveles de energia proporcionado por el modelo de Bohr para describir los procesos
requeridos para producir las lineas espectrales de absorcion del H en ambos modelos; se encuentra que
el DWPS proporciona un modelo alternativo bastante sélido para el &tomo de hidrégeno. El lector puede
encontrar material interesante sobre el sistema aqui estudiado en [5], [6] ¥ [7].
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