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Abstract— For the implementation of direct Radon transform to partial differential equations in limited domains of the
plane it is necessary to have some properties related to the Radon transform applied the partial derivatives of functions in
limited domains. The present work aims to enunciate and demonstrate such properties, which has its foundation in the rule
of derivation of Leibniz.
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Resumen— Para la aplicacion de la Transformada Directa de Radon a ecuaciones diferenciales parciales en dominios
acotados del plano, es necesario tener algunas propiedades relacionadas con la trasformada de Radon de las derivadas
parciales de funciones en dominios acotados. El presente trabajo tiene por objetivo enunciar y demostrar dichas
propiedades, la cual tiene su fundamentacion en la Regla de Derivacion de Leibniz.
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I. INTRODUCCION

Para la aplicacion de la Transformada Directa de Radon a ecuaciones diferenciales parciales en
dominios acotados del plano, es necesario tener algunas propiedades relacionadas con la trasformada de
Radon de las derivadas parciales de funciones en dominios acotados. El presente trabajo tiene por
objetivo enunciar y demostrar dichas propiedades, las cuales tienen su fundamentacion usando la Regla
de Derivacion de Leibniz, léase José Alfredo Cafizo [1]. Tales propiedades ya fueron aprobadas
numéricamente en el trabajo de Grebennikov [2].

II. TRABAJOS RELACIONADOS
Si la funcion f(x,y)eS (D 2), como lo plantea Helgason y Stamley [3,4] se cumple:

of df of df
a R[—I1(p,¢)=cosp—, b R[—I1( p, @) = senp—
) [ax](p ) ? a0 ) [ay](p ?) ? 4
i , o°f o’ f , o°f
c) R =C0S" p—, d R =sen 1
) [axz} coapz ) {ayz (/)apz 1)
d*f
d) R[Af|=
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LISTA DE SIMBOLOS Y ESPACIOS DE FUNCIONES

Es un circulo de radio r dominio acotado de [12.

CZ(Q); Espacio de funciones dos veces derivable con respecto a las variables
espaciales.

S (D 2) Espacio de funciones infinitamente diferenciables con decrecimiento rapido
en infinito.

f = R[f]: Transformada de Radon de una funcién f (x,y).

f( p,r,¢): Es la parametrizacion en coordenadas de Radon de la funcion f (x, y).

of of Es la parametrizacion en coordenadas de Radon de las derivadas espaciales
x y o de la funcién f(x,y).

I1l. DEFINICION

La transformada de Radon de una funcién f € S(D 2), ver Helgason [3], es una familia de integrales

de f sobre lineas rectas |, donde estas rectas queda determinadas por dos parametros P Y @ , donde
p es la distancia de la recta al origen y ¢ es el angulo formado por el eje X y el segmento
perpendicular del origen a la recta, ver Figura 1.

Figura 1
Sea xcosg+yseng=p la ecuacion de una linea recta |, para puntos (x, y) el se tiene la
parametrizacion en coordenadas de Radon como X = pcos@—zseng y y = psenp+7Ccos¢e con 7 ell .
La transformada de Radon de una funcion f €S (D 2)se define como

f(p.o)=RLf(xY)](p.0)

- (1)
:j_ f (pcosg—zseng, pseng +zcosg)dr
donde —o< p<ow, 0<@<x.Lacual cumple lasiguiente propiedad, ver [3,4]
d?f
RIAf (X, y)|= 3
[AF ] =42 3)
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En el caso de dominios acotados, la propiedad (3) en general no es valida. Como se vera en los
siguientes resultados.

Sea la funcion f esta definida en un dominio acotado Q y f € C*(Q). La extension de f en todo el
plano queda definida de la siguiente manera

f(xiy)={

La transformada de Radon se calcula como

f(xy) (xy)eQ

f(p,p)= Igg((p:) f (pcosp—zseng, pseng+7cosg)dr 4)

donde -r<p<r, 0<p<zy g(p)=yr’-p*.

A
'g(p)

A

v

Figura 2

La funcion f esta definida en el sistema de coordenadas rectangulares xy , y dicha funcién
parametrizada f en el sistema de coordenadas de Radon pz es
f(x,y)=f(pcosp—rsene, psengp+zcosp) = f(p,z,p) (5)

Dada una funcién parametrizada f en un dominio circular de radio r que cumpla las hipétesis de la
Regla de Derivacion de Leibniz, véase José Alfredo Cafiizo [1]. Se tiene la siguiente relacion

0 ra(p , ap) OF (p,7,
» :(:)f(p,r,co)df{f (P.—a(p).0)+ f(p.a(p).0)]o (p)+j:(:)¥dr (6)

PROPIEDAD 1
Sea f:Qc?—0 ,donde Q y f tienen las condiciones de la Regla de Leibniz. Entonces:

of of . re i
a) R{&}zcow(%—g (p)[f(P,g(p),ﬁo)Jrf(p"g(p)'f”)}] )

~seno( f(p.g(p).9) - f(p.-a(p).¢)
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ot of . s .
b) R{a}:sengo[%—g(p)[f(p,g(p),gp)+f(p,—g(p),(p)]j

(8)
—cosp( F(p,a(p). @)~ f(p.-9(p).0))

Demostracion a).

De (5) sacamos las derivadas de f con respectoap y 7 se tiene

A _otex ofdy ©

op xop oyop
of af ox of oy

—_— = (10)
or oOXO0r 0oy or
De la parametrizacion de Radon se tiene que x_ Cos g, Y _ seng, X _ —seng y ¥ _ CoS ¢ .
op op ot ot
Por lo cual
a = cos(pﬁJrsen (pﬁ, (11)
op OX oy
a =—sen ¢ﬂ+cos (pﬂ. (12)
or OX oy

Despejando Z—f de (12) y sustituyendo en (11)
y

of 1 61‘+sen(pﬂ~

—= — : (13)
op CoSep OX COS@ Ot
Integrando (13) con respecto a ¢
(» of 1 o] senepr: -
jf”’—dr=—R[—}+ 2l (p.a(p).o) - T(p.—-a(p).0) | (14)
a(p) O cosg [ Ox | cosg
Sustituyendo en la regla de Leibniz
0 ralp) '
Lo T (Pr0)ar=[1(p=0(p).0)+ f (p.5(p).0)J9'()
(15)

+LR[Q}+Sen¢[f(p,g(p),(p)— f(p.~9(p).0) |-
CoOsSp [ OX] COsSe

El lado izquierdo de (15) es igual a 2—f ahora despejando R{g} se tiene
P X
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R{%} :cosgo(%—g'(p)[f(p,g(p).§0)+ f~(IO'“J('o)'@)JJ

(16)
~seno( f(p.g(p).9) - f(p.-9(P).0)).

Asi queda demostrado (7). Analogamente se demuestra para b).

PROPIEDAD 2
Sea f:Qc?—10,donde Q tienen las condiciones de la Regla de Leibnizy f e C? (Q)

Entonces:

o f , o°f
a) R = C0S
) {8x2 } ¥ op?

_cos? g.(p){af(p,g;p),m+af(p,—a%<p),<o>}
—cos”p g"(p)| f(p,g(p) @)+ F(p.~9(p).9) |

of (p.9(p).9) , f (p.~9(P).¢) (0
op op

—sengocos;{
—cospg '(p){?(p,g(p),co)ﬁ(p,—g(p),w)}
X OX

—sen @{;—;(b—F(IP. 9(p).9) —%?(Ip,—g(p),(o)}

2 2¢
b) R d Z =sen2(pa ];
oy ap

_sen’p 9'(p) {af(p,gépxco) *af(p'_ai(p)’@}
—sen’p g"(p) | F(p,a(p).0)+ f(p,~9(p).¢) |

of (p.9(p).p) of (p.—9(p).9) (18)
op op

—SenQ)COS@{
, of of
—Sene ¢ (p) {E(p’g(p)’¢)+a_y(p1_g(p)’¢)j|

br- br-
cosco[g(p,g(p),(p) E(D, g(p),co)J
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Demostracion a)
Se sabe que

R{azz }z R[M} (19)
OX OX

Usando (7) dos veces y distribuyendo las derivadas se tiene

ot af(p,g(p),¢)+af(p,—g(p),<o)}
cosg| P’ p ap

-g"(p)| F(p.9(p).0)+ f(p,—9(p). )]

F{azf}:cow _Sen({af(p,g(p),w)_af(p,—g(p),w)}

—g'(p)[

19)4 op op 20)
_g-(p){g(p,g(p),@ﬂ(p,_g(p),@}
X OX
—senq)[;—ﬁ(}p,g(p),(p)—%(]p,—g(p),(p)]
X OX
Simplificando
o° f , O°f
R{axz}:cos ¢ap2
s’ g.(p){aﬂp,g(p),co)+af<p,—g(p),<o)}
p op
—cos” ¢ g"(p)| f(p,g(p) @)+ F(p.—9(p).9) |
senpcos (/{af (p,g(p),co)_aﬂp,—g(p),«p)} (21)
op op

~cosg g'(p){g—fxmg(p)«o)%(p:g(p)mo)}

—sen (0[2—%(”0, g(p),(p)—g—%(lp,—g(p),(ﬂ)J

Es lo que se queria demostrar. La demostracion b) es analoga.
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Debido al papel que juega el Laplaciano en muchas ecuaciones diferenciales parciales se enuncia su
transformada de Radon.

A

o’ f

RLAf (x3)](pop) =

g4p) {af(p,g(p),qo)+af(p,—g(p),¢)}
Y ap

- 9"(p) [ F(p.9(p).0)+ F(P.~9(p).0) |

o (p.9(p).9) o (p.-9(p).¢) (22)
op op

—23en¢c03(p{
, of of
—(cosgpg (p)+sen¢){&(p,g(p),(p)+&(p.—g(p),(p)}

—(seng g'(p)+cosco){§(]p,g(p),¢)+%('p,—g(p),¢)}

donde
o (p,9(p). 0) :(cosﬂ (4Y) | gonp O (% y)]
6‘p OX 8y X=pcosp—g(p)senp
y=psengp+g( p)cos ¢
of (p.—9(p).9) {Cos(pé‘f (%Y) | senpd (X2Y)
8p 6X 6y X=pcosp+g(p)seng

y=pseng—g(p)cos ¢

CONCLUSION.

Para la clase de funciones definidas en un dominio acotado del plano, que tienen sus primeras
derivadas parciales con respecto a sus variables espaciales iguales a cero en la frontera, la transformada
de Radon de las derivadas parciales de primer y segundo orden se reducen a formulas que contienen la
derivada de la transformada de Radon con respecto de la variable p , si las funciones son

suficientemente suaves en un dominio compacto en el plano. De estas propiedades se sigue la relacién

-
RLAf (x9)](poo) =2
ap
Es decir, se contribuyé con una formula para la transformada de Radon del Laplaciano de una clase
de funciones sobre un dominio acotado, la cual es anéloga a la que se tiene para todo el plano. Para
llegar a este resultado se encontraron las expresiones para la transformada de Radon de las derivadas
parciales de primer y segundo orden de una funcién en un dominio acotado en el plano.
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